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❱♦♦r✇♦♦r❞

❉✐t ❜♦❡❦ ❈♦♠♣✉t❛t✐❡t❤❡♦r✐❡ ✐s ❜❡❞♦❡❧❞ ❛❧s ❡❡♥ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❞♦❝❤ r✐❣♦✉r❡✉③❡ ✐♥✲
❧❡✐❞✐♥❣ ✐♥ ❞❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❡❧❡ ❝♦♥❝❡♣t❡♥ ✈❛♥ ❜❡r❡❦❡♥❜❛❛r❤❡✐❞✱ ❢♦r♠❡❧❡ t❛❧❡♥ ❡♥
❛✉t♦♠❛t❡♥❧❡❡r✳ ❍❡t ❞♦❡❧ ✐s ✉ ✖ st✉❞❡♥t❡♥ ✈❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝❛✱ ✇✐s❦✉♥❞❡ ❡♥ ❛❛♥✲
✈❡r✇❛♥t❡ ✈❛❦❦❡♥✱ ❡✈❡♥❛❧s ❛❧❧❡ t❡❝❤♥✐s❝❤ ❣❡ï♥t❡r❡ss❡❡r❞❡♥ ✖ ❞❡ ❜❡❧❛♥❣r✐❥❦st❡
♠♦❞❡❧❧❡♥✱ ❜❡✇✐❥st❡❝❤♥✐❡❦❡♥ ❡♥ ❣r❡♥③❡♥ ✈❛♥ ❤❡t ❜❡r❡❦❡♥❜❛r❡ ♦♣ ❡❡♥ ❜❡❣r✐❥♣❡❧✐❥❦❡
♠❛♥✐❡r ♥❛ t❡ ❜r❡♥❣❡♥✳

❈❡♥tr❛❛❧ st❛❛♥ ❞❡ ❦❧❛ss✐❡❦❡ r❡❦❡♥♠♦❞❡❧❧❡♥ ✭❡✐♥❞✐❣❡ ❛✉t♦♠❛t❡♥✱ ❦❡❧❧❡r❛✉t♦✲
♠❛t❡♥ ✭♣✉s❤❞♦✇♥❛✉t♦♠❛t❡♥✮✱ ❚✉r✐♥❣♠❛❝❤✐♥❡s✮✱ ❞❡ ❜✐❥❜❡❤♦r❡♥❞❡ t❛❛❧❦❧❛ss❡♥
✭r❡❣✉❧✐❡r✱ ❝♦♥t❡①t✈r✐❥✱ ❜❡s❧✐s❜❛❛r ✴ ♦♣s♦♠♠❜❛❛r✮ ❡♥ ❞❡ ❦❡r♥st❡❧❧✐♥❣❡♥ ❞✐❡ ♦♥s
❧❛t❡♥ ③✐❡♥ ✇❛t ❜❡r❡❦❡♥❜❛❛r ✐s ❡♥ ✇❛❛r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❡❧❡ ❣r❡♥③❡♥ ❜❡❣✐♥♥❡♥ ✭♦♥❞❡r
❛♥❞❡r❡ ▼②❤✐❧❧✕◆❡r♦❞❡✱ ♣✉♠♣✐♥❣✲❧❡♠♠❛✱ ❑❧❡❡♥❡✲st❡❧❧✐♥❣✱ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐❡✱ ❘✐❝❡✲
st❡❧❧✐♥❣✮✳ ◆❛❛st ❢♦r♠❡❧❡ ❞❡✜♥✐t✐❡s ❡♥ ❜❡✇✐❥③❡♥ ✈✐♥❞t ✉ t❛❧r✐❥❦❡ ✈♦♦r❜❡❡❧❞❡♥✱ ♦❡✲
❢❡♥♦♣❣❛✈❡♥ ❡♥ ♠♦❞❡❧♦♣❧♦ss✐♥❣❡♥ ✖ ❞❡ ♥❛❞r✉❦ ❧✐❣t ♦♣ ❜❡✇✐❥st❡❝❤♥✐❡❦ ❡♥ ✐♥t✉ït✐❡✱
♥✐❡t ♦♣ ❢♦r♠❡❧❡ ♣❡❞❛♥t❡r✐❡✳

❱♦♦r ❤❡t ❜❡❣r✐❥♣❡♥ ✈❛♥ ❞✐t ❜♦❡❦ ③✐❥♥ ❜❛s✐s❦❡♥♥✐s ✈❛♥ ❞✐s❝r❡t❡ ✇✐s❦✉♥❞❡✱ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐❡s❧♦❣✐❝❛ ❡♥ ♣r❡❞✐❦❛❛t❧♦❣✐❝❛ ❡✈❡♥❛❧s ❣r♦♥❞❜❡❣✐♥s❡❧❡♥ ✈❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠❡t❤❡♦r✐❡
♥✉tt✐❣❀ ❞❡③❡ ❦✉♥t ✉✱ ✐♥❞✐❡♥ ♥♦❞✐❣✱ ✈✐❛ ♠✐❥♥ ❛♥❞❡r❡ ❜♦❡❦❡♥ ♦✈❡r ❞❡③❡ ♦♥❞❡r✇❡r✲
♣❡♥ ✈❡r✇❡r✈❡♥✳ ❱♦♦r❛❢❣❛❛♥❞❡ ❦❡♥♥✐s ✈❛♥ ❢♦r♠❡❧❡ t❛❧❡♥ ❡♥ ❛✉t♦♠❛t❡♥ ✐s ❤❛♥❞✐❣
♠❛❛r ♥✐❡t ✈❡r♣❧✐❝❤t✿ ❞❡ ❜❡❤❛♥❞❡❧✐♥❣ ✐s ③♦❞❛♥✐❣ ♦♣❣❡③❡t ❞❛t ♦♦❦ ❧❡③❡rs ❞✐❡ ❞❡③❡
♦♥❞❡r✇❡r♣❡♥ ✈♦♦r ❤❡t ❡❡rst ❣r♦♥❞✐❣ ❜❡st✉❞❡r❡♥✱ st❛♣s❣❡✇✐❥s ✇♦r❞❡♥ ♠❡❡❣❡♥♦✲
♠❡♥✳

❉❡ ♦♣❜♦✉✇ ✈❛♥ ❤❡t ❜♦❡❦ ✐s ❜❡✇✉st ♠♦❞✉❧❛✐r✿ ❡❡rst ❜❡❤❛♥❞❡❧❡♥ ✇❡ r❡❣✉✲
❧✐❡r❡ t❛❧❡♥ ❡♥ ❛✉t♦♠❛t❡♥✱ ❞❛❛r♥❛ ❝♦♥t❡①t✈r✐❥❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛✬s ❡♥ ❦❡❧❧❡r❛✉t♦♠❛t❡♥✱
✈❡r✈♦❧❣❡♥s ❚✉r✐♥❣♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ ❞❡ ❦❧❛ss❡♥ ✈❛♥ ❜❡s❧✐s❜❛r❡ r❡s♣❡❝t✐❡✈❡❧✐❥❦ ♦♣s♦♠♠✲
❜❛r❡ t❛❧❡♥✳ ❚❡♥s❧♦tt❡ ♦♥❞❡r③♦❡❦❡♥ ✇❡ ♦♥✈❡rt❛❛❧❜❛❛r❤❡✐❞ ✭♦♥❜❡s❧✐s❜❛❛r❤❡✐❞✮✱ ❤❡t
r❡❞✉❝t✐❡♣r✐♥❝✐♣❡ ❡♥ ❞❡ st❡❧❧✐♥❣ ✈❛♥ ❘✐❝❡✳ ❊❧❦ ❤♦♦❢❞st✉❦ ❜❡✈❛t ♠♦t✐✈❡r❡♥❞❡ ✈♦♦r✲
❜❡❡❧❞❡♥✱ ❣r❛✜s❝❤❡ ✇❡❡r❣❛✈❡♥✱ ✈♦❧❧❡❞✐❣❡ ❜❡✇✐❥③❡♥ ❡♥ ♦❡❢❡♥♦♣❣❛✈❡♥ ♠❡t ♠♦❞❡❧♦♣✲
❧♦ss✐♥❣❡♥ ✖ ❤✐❡r❞♦♦r ❧❡❡♥t ❤❡t ❜♦❡❦ ③✐❝❤ ③♦✇❡❧ ✈♦♦r ③❡❧❢st✉❞✐❡ ❛❧s ❛❧s ❜❡❣❡❧❡✐❞❡♥❞
t❡❦st❜♦❡❦ ❜✐❥ ❝♦❧❧❡❣❡s✳

❚✐❥❞❡♥s ❤❡t s❝❤r✐❥✈❡♥ ✈♦♥❞ ✐❦ ❤❡t ❜❡❧❛♥❣r✐❥❦ ❡❡♥ ❜❛❧❛♥s t❡ ❜❡✇❛r❡♥ t✉ss❡♥
✇✐s❦✉♥❞✐❣❡ str❡♥❣❤❡✐❞ ❡♥ ❡❡♥ ❤❡❧❞❡r❡✱ ✐♥t✉ït✐❡✈❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐❡✳ ❱❡❡❧ ❜❡✇✐❥③❡♥ ③✐❥♥
✈♦❧❧❡❞✐❣ ✉✐t❣❡✇❡r❦t❀ ✇❛❛r t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❞❡ ❧❡❡s❜❛❛r❤❡✐❞ st❡r❦ ③♦✉❞❡♥ s❝❤❛✲
❞❡♥✱ ❤❡❜ ✐❦ ❜❡✇✉st t❡r✉❣❣❡❤♦✉❞❡♥ ❡♥ ❞❡ ✐♥t✉ït✐❡ ❜❡♥❛❞r✉❦t✳

■❦ ♦♥t✈❛♥❣ ❣r❛❛❣ ♦♣♠❡r❦✐♥❣❡♥✱ ❝♦rr❡❝t✐❡s ❡♥ s✉❣❣❡st✐❡s ✖ ❞✐❡ ❤❡❧♣❡♥ ❞❡
✈♦❧❣❡♥❞❡ ❞r✉❦ ♥♦❣ ❞✉✐❞❡❧✐❥❦❡r ❡♥ ♥✉tt✐❣❡r t❡ ♠❛❦❡♥✳

✈✐✐
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❱❡❡❧ ❧❡❡s✲ ❡♥ ❜❡✇✐❥s♣❧❡③✐❡r✦



❍♦♦❢❞st✉❦ ✶

■♥❧❡✐❞✐♥❣

❊❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠❡ ✐s ❡❡♥ ♣r❡❝✐❡③❡ ❡♥ ❡✐♥❞✐❣❡ r❡❡❦s ✐♥str✉❝t✐❡s ❞✐❡ ❡❡♥ ❣❡❣❡✈❡♥ ♣r♦✲
❜❧❡❡♠ ✈♦♦r ✇✐❧❧❡❦❡✉r✐❣❡ ❣❡❧❞✐❣❡ ✐♥✈♦❡r ✐♥ ❡❡♥ ❡✐♥❞✐❣ ❛❛♥t❛❧ st❛♣♣❡♥ ♦♣❧♦st✳ ❍❡t
❦❡♥♠❡r❦t ③✐❝❤ ❞♦♦r ❞❡ ✈♦❧❣❡♥❞❡ ❡✐❣❡♥s❝❤❛♣♣❡♥✿

❼ ❊❡♥❞✉✐❞✐❣❤❡✐❞✿ ❊❧❦❡ st❛♣ ✐s ❞✉✐❞❡❧✐❥❦ ❣❡❞❡✜♥✐❡❡r❞ ❡♥ ❡❡♥❞✉✐❞✐❣ ✉✐t✈♦❡r✲
❜❛❛r✳

❼ ❊✐♥❞✐❣❤❡✐❞✿ ❍❡t ❛❧❣♦r✐t♠❡ ❜❡st❛❛t ✉✐t ❡❡♥ ❡✐♥❞✐❣ ❛❛♥t❛❧ ✐♥str✉❝t✐❡s ❡♥
❜❡ë✐♥❞✐❣t ♥❛ ❡❡♥ ❡✐♥❞✐❣ ❛❛♥t❛❧ st❛♣♣❡♥✳

❼ ❉❡t❡r♠✐♥✐s♠❡✿ ❇✐❥ ❣❡❧✐❥❦❡ t♦❡st❛♥❞ ❡♥ ❣❡❧✐❥❦❡ ✐♥✈♦❡r ❧❡✐❞t ❞❡③❡❧❢❞❡ st❛♣
❛❧t✐❥❞ t♦t ❞❡③❡❧❢❞❡ ✈♦❧❣❡♥❞❡ ❛❝t✐❡ ✭❜✐❥ ♥✐❡t✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡♥ ✇♦r❞t
❞✐t ♦✈❡r❡❡♥❦♦♠st✐❣ ✉✐t❣❡❜r❡✐❞✮✳

❼ ■♥✈♦❡r ❡♥ ✉✐t✈♦❡r✿ ❍❡t ♥❡❡♠t ❡❡♥ ❣♦❡❞ ❣❡❞❡✜♥✐❡❡r❞❡ ✐♥✈♦❡r ❛❛♥ ❡♥
❧❡✈❡rt ♥❛ ✈♦❧t♦♦✐✐♥❣ ❡❡♥ ❣♦❡❞ ❜❡♣❛❛❧❞❡ ✉✐t✈♦❡r✳

❼ ❊✛❡❝t✐✈✐t❡✐t✿ ❊❧❦❡ st❛♣ ❦❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✇♦r❞❡♥ ✉✐t❣❡✈♦❡r❞ ✭♠❡t ♣❡♥ ❡♥
♣❛♣✐❡r ♦❢ ❞♦♦r ❡❡♥ ❣❡ï❞❡❛❧✐s❡❡r❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮✳

❉❡③❡ ❢♦r♠❡❧❡ ♦♣✈❛tt✐♥❣ ✈❛♥ ❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠❡ ✈♦r♠t ❞❡ ❜❛s✐s ✈♦♦r ❛❧❧❡ ✈♦❧❣❡♥❞❡
❜❡s❝❤♦✉✇✐♥❣❡♥ ♦✈❡r ❜❡r❡❦❡♥❜❛❛r❤❡✐❞ ❡♥ ❞❡ ❛♥❛❧②s❡ ✈❛♥ ❞❡ ❜❡♥♦❞✐❣❞❡ ❤✉❧♣❜r♦♥✲
♥❡♥✳

❉❡ ❛❧❣♦r✐t♠✐❡❦ ❤♦✉❞t ③✐❝❤ ❜❡③✐❣ ♠❡t ❞❡ ✈r❛❛❣ ✇❡❧❦❡ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ü❜❡r❤❛✉♣t
♠❡t ❜❡❤✉❧♣ ✈❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠❡♥ ♦♣ t❡ ❧♦ss❡♥ ③✐❥♥ ❡♥ ❤♦❡✈❡❡❧ r❡❦❡♥✐♥s♣❛♥♥✐♥❣ ❞❛❛r✈♦♦r
♥♦❞✐❣ ✐s✳ ■♥ ❞✐t ❜♦❡❦ ✈♦❧❣❡♥ ✇❡ t✇❡❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❧❡✐❞❡♥❞❡ ✈r❛❣❡♥✿

✶✳ ❇❡r❡❦❡♥❜❛❛r❤❡✐❞✿ ❲❡❧❦❡ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ③✐❥♥ ♣r✐♥❝✐♣✐❡❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠✐s❝❤ ♦♣❧♦s✲
❜❛❛r✱ ❡♥ ✇❡❧❦❡ ♥✐❡t❄

✷✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t❡✐t✿ ❱♦♦r ❞✐❡ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❞✐❡ ❜❡r❡❦❡♥❜❛❛r ③✐❥♥✱ ❤♦❡ ❦✉♥♥❡♥ ❞❡
❞❛❛r✈♦♦r ❜❡♥♦❞✐❣❞❡ ❤✉❧♣❜r♦♥♥❡♥ ✖ ✐♥ ❤❡t ❜✐❥③♦♥❞❡r t✐❥❞ ❡♥ ❣❡❤❡✉❣❡♥ ✖
✇♦r❞❡♥ ❣❡❦✇❛♥t✐✜❝❡❡r❞ ❡♥ ✈❡r❣❡❧❡❦❡♥❄

✶
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❖♠ ❞❡③❡ ✈r❛❣❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤ t❡ ❜❡❛♥t✇♦♦r❞❡♥✱ ✈♦❡r❡♥ ✇❡ ❡❡rst ❢♦r♠❡❧❡ r❡✲
❦❡♥♠♦❞❡❧❧❡♥ ✐♥✱ ✇❛❛r♠❡❡ ❛❧❣♦r✐t♠✐s❝❤❡ ♣r♦❝❡ss❡♥ ♥❛✉✇❦❡✉r✐❣ ❜❡s❝❤r❡✈❡♥ ❡♥ ❣❡✲
❛♥❛❧②s❡❡r❞ ❦✉♥♥❡♥ ✇♦r❞❡♥✳ ❲❡ ❜❡❤❛♥❞❡❧❡♥ ♦♥❞❡r ❛♥❞❡r❡✿

❼ ❚✉r✐♥❣♠❛❝❤✐♥❡s ❛❧s st❛♥❞❛❛r❞s♠♦❞❡❧ ✈❛♥ ❜❡r❡❦❡♥❜❛❛r❤❡✐❞✱

❼ r❡❣✐st❡r♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ ❘❆▼✲♠♦❞❡❧❧❡♥ ♦♠ ♣r❛❦t✐s❝❤❡ ❦♦st❡♥ ✐♥ t❡r♠❡♥ ✈❛♥
❤✉❧♣❜r♦♥♥❡♥ t❡ ❜❡♦♦r❞❡❧❡♥✱

❼ ❡✈❡♥❛❧s ❞❡ ❜❛s✐s❜❡❣r✐♣♣❡♥ ✈❛♥ ❢♦r♠❡❧❡ t❛❧❡♥ ❡♥ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛✬s✳

❊❡♥ ❝❡♥tr❛❛❧ r❡s✉❧t❛❛t ✈❛♥ ❞❡ ❜❡r❡❦❡♥❜❛❛r❤❡✐❞st❤❡♦r✐❡ ✐s ❞❛t ❡r ♣r♦❜❧❡♠❡♥
❜❡st❛❛♥ ❞✐❡ ③❡❧❢s ♠❡t ✇✐❧❧❡❦❡✉r✐❣ ❦r❛❝❤t✐❣❡ ✭t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡✮ r❡❦❡♥♠♦❞❡❧❧❡♥ ♥✐❡t
♦♣❧♦s❜❛❛r ③✐❥♥✳ ❊❡♥ ❦❧❛ss✐❡❦ ✈♦♦r❜❡❡❧❞ ✐s ❤❡t ❤❛❧t❡♣r♦❜❧❡❡♠ ✭st♦♣♣r♦❜❧❡❡♠✮✿ ❡r
❜❡st❛❛t ❣❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠❡ ❞❛t ✈♦♦r ❡❧❦❡ ✇✐❧❧❡❦❡✉r✐❣❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐❡ ✈❛♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛ ❡♥
✐♥✈♦❡r ❜❡s❧✐st ♦❢ ❤❡t ♣r♦❣r❛♠♠❛ st♦♣t ♦❢ ♦♥❡✐♥❞✐❣ ❜❧✐❥❢t ❞♦♦r❣❛❛♥✳

❩❡❧❢s ✇❛♥♥❡❡r ❡❡♥ ♣r♦❜❧❡❡♠ ❜❡r❡❦❡♥❜❛❛r ✐s✱ ❦❛♥ ❞❡ ❜❡♥♦❞✐❣❞❡ ✐♥s♣❛♥♥✐♥❣
③♦ ❣r♦♦t ③✐❥♥ ❞❛t ❡❡♥ ♣r❛❦t✐s❝❤❡ ♦♣❧♦ss✐♥❣ ♦♥❤❛❛❧❜❛❛r ❜❧✐❥❢t✳ ■♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✲
t❡✐tst❤❡♦r✐❡ ❝❧❛ss✐✜❝❡r❡♥ ✇❡ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❞❛❛r♦♠ ♥❛❛r ❤✉♥ ♠♦❡✐❧✐❥❦❤❡✐❞s❣r❛❛❞ ✐♥
❝♦♠♣❧❡①✐t❡✐ts❦❧❛ss❡♥ ③♦❛❧s P✱ NP✱ PSPACE ❡♥ ✈❡r❞❡r✳

❙❛♠❡♥ ♠❡t ♠✐❥♥ ✈❡r✈♦❧❣❜♦❡❦ ♦✈❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t❡✐tst❤❡♦r✐❡ ✈♦r♠t ❞✐t ❡❡♥ t✇❡❡✲
❞❡❧✐❣❡ ❜♦❡❦❡♥r❡❡❦s✿

❉❡❡❧ ■ ❇❡r❡❦❡♥❜❛❛r❤❡✐❞st❤❡♦r✐❡✿ ❣r♦♥❞s❧❛❣❡♥✱ r❡❦❡♥♠♦❞❡❧❧❡♥ ❡♥ ♦♥❜❡s❧✐s❜❛❛r✲
❤❡✐❞s❜❡✇✐❥③❡♥✳

❉❡❡❧ ■■ ❈♦♠♣❧❡①✐t❡✐tst❤❡♦r✐❡✿ ❛♥❛❧②s❡ ✈❛♥ ❤✉❧♣❜r♦♥♥❡♥✱ ✐♥❧❡✐❞✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐✲
t❡✐ts❦❧❛ss❡♥ ❡♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ♦♥♦♣❣❡❧♦st❡ ✈r❛❣❡♥✳

❍❡t ❞♦❡❧ ✈❛♥ ❞✐t ❜♦❡❦ ✐s ✉ ③♦✇❡❧ ❤❡t t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t ❛❧s ❞❡ ♠❡t❤♦❞✐✲
s❝❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡♥ t❡ ❜✐❡❞❡♥ ♦♠ ③❡❧❢ ❜❡r❡❦❡♥❜❛❛r❤❡✐❞s✲ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t❡✐ts✈r❛❛❣✲
st✉❦❦❡♥ ♥❛✉✇❦❡✉r✐❣ t❡ ❢♦r♠✉❧❡r❡♥ ❡♥ t❡ ❜❡❛♥t✇♦♦r❞❡♥✳



❍♦♦❢❞st✉❦ ✷

❋♦r♠❡❧❡ t❛❧❡♥

✷✳✶ ■♥❧❡✐❞✐♥❣

■♥ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝❛ ❞✐❡♥❡♥ ❢♦r♠❡❧❡ t❛❧❡♥ ❛❧s ❡❡♥ ❦r❛❝❤t✐❣ ❡♥ ♣r❡❝✐❡s ♠✐❞❞❡❧ ♦♠
❝♦♠♣❧❡①❡ str✉❝t✉r❡♥✱ r❡❣❡❧s ❡♥ ❢❡✐t❡♥ ♦♠ t❡ ③❡tt❡♥ ✐♥ ❡❡♥❞✉✐❞✐❣ ❣❡❞❡✜♥✐❡❡r❞❡
t❡❦❡♥r❡❡❦s❡♥✳ ■♥ ♣❧❛❛ts ✈❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❡ ❜❡s❝❤r✐❥✈✐♥❣❡♥ ✐♥ ♥❛t✉✉r❧✐❥❦❡ t❛❛❧ ❜✐❡❞❡♥
❢♦r♠❡❧❡ t❛❧❡♥ ❡♥ ❞❡ ❜✐❥❜❡❤♦r❡♥❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r✐♥❣❡♥ ❞❡ ✈♦❧❣❡♥❞❡ ✈♦♦r❞❡❧❡♥✿

❼ ❊❡♥❞✉✐❞✐❣❤❡✐❞✿ ❊❧❦❡ ✉✐ts♣r❛❛❦ ❡♥ ❡❧❦❡ ❡①♣r❡ss✐❡ ✐s ❣♦❡❞ ❣❡❞❡✜♥✐❡❡r❞ ❡♥
✈r✐❥ ✈❛♥ ❛♠❜✐❣✉ït❡✐t✳

❼ ❆❜str❛❝t✐❡✿ ❊ss❡♥t✐ë❧❡ ❡✐❣❡♥s❝❤❛♣♣❡♥ ✇♦r❞❡♥ ❜❡♥❛❞r✉❦t✱ ♦♥♥♦❞✐❣❡ ❞❡✲
t❛✐❧s ✇♦r❞❡♥ ✇❡❣❣❡❧❛t❡♥✳

❼ ❆♥❛❧②s❡❡r❜❛❛r❤❡✐❞✿ ❲✐s❦✉♥❞✐❣❡ ❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❦✉♥♥❡♥
❞✐r❡❝t ♦♣ ❢♦r♠❡❧❡ ❜❡s❝❤r✐❥✈✐♥❣❡♥ ✇♦r❞❡♥ t♦❡❣❡♣❛st✳

❼ ❆✉t♦♠❛t✐s❡r✐♥❣✿ ❍✉❧♣♠✐❞❞❡❧❡♥ ③♦❛❧s ♣❛rs❡rs✱ ❝♦♠♣✐❧❡rs ❡♥ ❜❡✇✐❥ss②st❡✲
♠❡♥ ❦✉♥♥❡♥ ❢♦r♠❡❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐❡s ♠❛❝❤✐♥❛❛❧ ✈❡r✇❡r❦❡♥✳

❼ ❈♦♥tr♦❧❡❡r❜❛❛r❤❡✐❞✿ ❈♦rr❡❝t❤❡✐❞s❜❡✇✐❥③❡♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t❡✐ts❛♥❛❧②s❡s ❦✉♥✲
♥❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤ ✇♦r❞❡♥ ✉✐t❣❡✈♦❡r❞✳

❊❡♥ ❢♦r♠❡❧❡ t❛❛❧ L ♦✈❡r ❡❡♥ ❛❧❢❛❜❡t Σ ✐s ❡❡♥ ✈❡r③❛♠❡❧✐♥❣ ✇♦♦r❞❡♥✱ ✇❛❛r❜✐❥ ❡❧❦
✇♦♦r❞ ❡❡♥ ❡✐♥❞✐❣❡ ♦♣❡❡♥✈♦❧❣✐♥❣ ✈❛♥ s②♠❜♦❧❡♥ ✉✐t Σ ✈♦♦rst❡❧t✳ ❋♦r♠❡❡❧ s❝❤r✐❥✈❡♥
✇❡

L ⊆ Σ∗,

✇❛❛r✐♥ Σ∗ ❛❧❧❡ ♠♦❣❡❧✐❥❦❡ ❡✐♥❞✐❣❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐❡s ✈❛♥ s②♠❜♦❧❡♥ ✉✐t Σ ♦♠✈❛t✳ ❊❡♥
❢♦r♠❡❧❡ t❛❛❧ ❜❡♣❛❛❧t ❞❛❛r♠❡❡ ✇❡❧❦❡ t❡❦❡♥r❡❡❦s❡♥ ❛❧s ❵❣❡❧❞✐❣✬ ❣❡❧❞❡♥ ❡♥ ✈♦r♠t ❞❡
❜❛s✐s ✈♦♦r ♣r❡❝✐❡③❡ ❞❡✜♥✐t✐❡s ✈❛♥ s②♥t❛①✐s✱ ❤❡r❦❡♥♥✐♥❣s✲ ❡♥ ❜❡♦♦r❞❡❧✐♥❣s♣r♦❝❡✲
❞✉r❡s✳

▼❡t ❢♦r♠❡❧❡ t❛❧❡♥ ❦✉♥♥❡♥ ✇❡ ❛❧❣♦r✐t♠✐s❝❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ③♦ ♦♣✲ ❡♥ ❜❡s❝❤r✐❥✈❡♥
❞❛t ✇❡

✶



✷ ❍❖❖❋❉❙❚❯❑ ✷✳ ❋❖❘▼❊▲❊ ❚❆▲❊◆

✶✳ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ♣r❡❝✐❡s ❢♦r♠✉❧❡r❡♥ ❡♥ ✈❡rt❛❧❡♥ ♥❛❛r ❜❡✇❡r❦✐♥❣❡♥ ♦♣ t❡❦❡♥s ❡♥
str✉❝t✉r❡♥✱

✷✳ ❞❡ s②♥t❛①✐s ❡♥ s❡♠❛♥t✐❡❦ ✈❛♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡❡rt❛❧❡♥✱ ❞❛t❛❢♦r♠❛t❡♥ ❡♥ ♣r♦t♦✲
❝♦❧❧❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡r❡♥✱

✸✳ ❜❡r❡✐❦❜❛❛r❤❡✐❞s✲✱ ❜❡✈r❡❞✐❣❜❛❛r❤❡✐❞s✲ ❡♥ ❜❡s❧✐ss✐♥❣s✈r❛❣❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤ ♦♥✲
❞❡r③♦❡❦❡♥✳

■♥ ❤❡t ✈❡r✈♦❧❣ ✈❛♥ ❞✐t ❤♦♦❢❞st✉❦ ✈❡r❞❡❧❡♥ ✇❡ ❞❡ ✐♥❤♦✉❞ ✐♥ ❞❡ ♦♥❞❡rst❛❛♥❞❡
s❡❝t✐❡s✱ ✈♦♦r❞❛t ✇❡ ✐♥ ❤❡t ✈♦❧❣❡♥❞❡ ❤♦♦❢❞st✉❦ ❜❡❣✐♥♥❡♥ ♠❡t ❞❡ ❣❡❞❡t❛✐❧❧❡❡r❞❡
❝♦❞❡r✐♥❣ ✈❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❡ ♣r♦❜❧❡♠❡♥✿

➓ Pr♦❜❧❡❡♠❝♦❞❡r✐♥❣ ❲❡❡r❣❛✈❡ ✈❛♥ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ✈✐❛ ❛❧❢❛❜❡tt❡♥✱ ✉♥❛✐r❡ ❡♥ ❜✐✲
♥❛✐r❡ ❝♦❞❡r✐♥❣✱ ❛❞❥❛❝❡♥❝②✲❧✐❥st❡♥✱ ❛❞❥❛❝❡♥❝②✲♠❛tr✐❝❡s ❡♥ ❇♦♦❧❡❛❛♥s❡ ❢✉♥❝✲
t✐❡s✳

➓ ❇❡s❧✐ss✐♥❣s♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❋♦r♠❡❧❡ ❞❡✜♥✐t✐❡ ✈❛♥ ❥❛✲✴♥❡❡✲✈r❛❣❡♥ ❡♥ ❞❡ t❛❧❡♥ ❞✐❡
❞❡③❡ ❛♥t✇♦♦r❞❡♥ ❦❛r❛❦t❡r✐s❡r❡♥✳

➓ ❲♦♦r❞✲ ❡♥ t❛❛❧❦✉♥❞✐❣❡ ♦♣❡r❛t✐❡s ❖♥❞❡r③♦❡❦ ♥❛❛r ♦♣❡r❛t✐❡s ③♦❛❧s ✈❡r❡♥✐✲
❣✐♥❣✱ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐❡ ❡♥ ❑❧❡❡♥❡✲st❡r ❡♥ ❤✉♥ ❡✛❡❝t ♦♣ t❛❛❧❦❧❛ss❡♥✳

➓ ❘❡❦❡♥♠♦❞❡❧❧❡♥ ■♥✈♦❡r✐♥❣ ✈❛♥ ❣❡ï❞❡❛❧✐s❡❡r❞❡ r❡❦❡♥❛❛rs ✕ ❡✐♥❞✐❣❡ ❛✉t♦♠❛✲
t❡♥✱ ♣✉s❤❞♦✇♥❛✉t♦♠❛t❡♥✱ ❚✉r✐♥❣♠❛❝❤✐♥❡s✳

➓ ▲♦♦♣t✐❥❞❛♥❛❧②s❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♦♠ ❞❡ t✐❥❞s❝♦♠♣❧❡①✐t❡✐t ❜✐❥ ❞❡ ✈❡r✇❡r❦✐♥❣ ✈❛♥
❢♦r♠❡❧❡ t❛❧❡♥ t❡ s❝❤❛tt❡♥ ❡♥ t❡ ✈❡r❣❡❧✐❥❦❡♥✳

✷✳✷ Pr♦❜❧❡❡♠❝♦❞❡r✐♥❣

✷✳✷✳✶ ■♥❧❡✐❞✐♥❣

❖♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ✐♥ ❞❡ ♣r❛❦t✐❥❦ ♦♣ t❡ ❧♦ss❡♥✱ ♠♦❡t❡♥ ✇❡ r❡ë❧❡ ✈r❛❛❣✲
st✉❦❦❡♥ ❡❡rst ♦♠③❡tt❡♥ ✐♥ ✇✐s❦✉♥❞✐❣❡ ♠♦❞❡❧❧❡♥✳ P❛s ♦♣ ❞✐t ❛❜str❛❝t❡ ♥✐✈❡❛✉
❦✉♥♥❡♥ ✇❡ ❛❧❣♦r✐t♠❡♥ ♦♥t✇✐❦❦❡❧❡♥ ❡♥ ❤✉♥ ❝♦rr❡❝t❤❡✐❞ ❡♥ ❡✣❝✐ë♥t✐❡ ❛♥❛❧②s❡r❡♥✳

❱♦♦r❜❡❡❧❞ ✭♥❛✈✐❣❛t✐❡ ✐♥ ❡❡♥ ♦♣❡♥❜❛❛r ✈❡r✈♦❡rs♥❡t✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧❡♥ ❞❡
❦♦rtst❡ r❡✐s ✭③♦♥❞❡r ✇❛❝❤tt✐❥❞❡♥✮ t✉ss❡♥ t✇❡❡ ❤❛❧t❡s ✐♥ ❡❡♥ ♦♣❡♥❜❛❛r ✈❡r✈♦❡rs♥❡t
❜❡r❡❦❡♥❡♥✳ ■♥ ❤❡t ✇✐s❦✉♥❞✐❣❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❡r❡♥ ✇❡ ❤❡t ♥❡t ❞♦♦r ❡❡♥ ❣❡✇♦❣❡♥
❣r❛❛❢ G = (V,E,w)✱ ✇❛❛r❜✐❥

❼ V ❞❡ ✈❡r③❛♠❡❧✐♥❣ st❛t✐♦♥s ✭❦♥♦♦♣♣✉♥t❡♥✮ ✐s✱

❼ E ⊆ V × V ❞❡ ❧✐❥♥❡♥✴✈❡r❜✐♥❞✐♥❣❡♥ ✭❦❛♥t❡♥✮ ③✐❥♥✱ ❡♥

❼ w : E → N ❤❡t ❣❡✇✐❝❤t ✈❛♥ ❡❧❦❡ ❦❛♥t ❛❛♥❣❡❡❢t ❛❧s ❣❡♠✐❞❞❡❧❞❡ r❡✐st✐❥❞ ✐♥
♠✐♥✉t❡♥✳



✷✳✷✳ P❘❖❇▲❊❊▼❈❖❉❊❘■◆● ✸

❍❡t ♦♦rs♣r♦♥❦❡❧✐❥❦❡ ✈r❛❛❣st✉❦ r❡❞✉❝❡❡rt ❤✐❡r♠❡❡ t♦t ❤❡t ❦❧❛ss✐❡❦❡ ❦♦rtst❡✲♣❛❞♣r♦❜❧❡❡♠✳

▼❛❛r ❤♦❡ ✧❜❡❣r✐❥♣të❡♥ ❣❡ï❞❡❛❧✐s❡❡r❞❡ r❡❦❡♥❛❛r ❞❡③❡ ❣r❛❛❢❄ ❖♣ ❤❡t ❧❛❛❣st❡
♥✐✈❡❛✉ ❦❛♥ ❡❡♥ r❡❦❡♥❛❛r s❧❡❝❤ts ❜✐ts ✭✵ ❡♥ ✶✮ ✈❡r✇❡r❦❡♥✳ ❉❛❛r♦♠ ❤❡❜❜❡♥ ✇❡
❡❡♥ ❝♦❞❡r✐♥❣ ♥♦❞✐❣ ❞✐❡ ❞❡ ❣❡✇♦❣❡♥ ❣r❛❛❢ ❛❧s ❡❡♥ ❡✐♥❞✐❣❡ t❡❦❡♥r❡❡❦s ✭✇♦♦r❞✮
✈♦♦rst❡❧t✳

✶✳ ❑❡✉③❡ ✈❛♥ ❤❡t ❛❧❢❛❜❡t✿ ❲❡ ❣❡❜r✉✐❦❡♥ ❞❡ t❡❦❡♥✈♦♦rr❛❛❞

Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,#}.

✷✳ ❇❡♥❛♠✐♥❣ ✈❛♥ ❦♥♦♣❡♥✿ ❉❡ ❦♥♦♣❡♥ V = {v1, v2, . . . , vn} ♥✉♠♠❡r❡♥ ✇❡
✈❛♥ 1 t♦t n✳

✸✳ ❈♦❞❡r✐♥❣ ✈❛♥ ❦❛♥t❡♥✿ ❊❧❦❡ ❦❛♥t (vi, vj) ♠❡t ❣❡✇✐❝❤t wij s❝❤r✐❥✈❡♥ ✇❡
❛❧s

i # j # wij .

✹✳ ❙❝❤❡✐❞✐♥❣ss②♠❜♦❧✿ ❊♥❦❡❧✈♦✉❞✐❣❡ ❦❛♥t❜❡s❝❤r✐❥✈✐♥❣❡♥ ✇♦r❞❡♥ ❞♦♦r ❤❡t
✇♦♦r❞ ❵##✬ ✈❛♥ ❡❧❦❛❛r ❣❡s❝❤❡✐❞❡♥✳

❍❡t r❡s✉❧t❡r❡♥❞❡ ✇♦♦r❞

i1#j1#wi1j1 ## i2#j2#wi2j2 ## . . . ## im#jm#wimjm

✐s ❡❡♥ ❣❡❧❞✐❣❡ ❝♦❞❡r✐♥❣ ✈❛♥ ❞❡ ❣r❛❛❢ G✳ ❉❡③❡❧❢❞❡ str✉❝t✉✉r ❦❛♥ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❧✲
❧❡♥❞❡ ✈♦❧❣♦r❞❡s ❣❡❝♦❞❡❡r❞ ✇♦r❞❡♥ ③♦♥❞❡r ❞❛t ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❡ ✈❡r❛♥❞❡rt✳

▼❡t ❞❡③❡ ❣❡st❛♥❞❛❛r❞✐s❡❡r❞❡ ✈♦♦rst❡❧❧✐♥❣ ❦✉♥♥❡♥ ✇❡ ❧❛t❡r ❣❡s❝❤✐❦t❡ r❡❦❡♥✲
♠♦❞❡❧❧❡♥ ✭❜✐❥✈✳ ❚✉r✐♥❣♠❛❝❤✐♥❡s✮ ♠❡t ❤❡t ✇♦♦r❞ ✈♦❡❞❡♥ ❡♥ ❞❡ ❜❡r❡❦❡♥❜❛❛r❤❡✐❞
❡♥ ❧♦♦♣t✐❥❞❡✐❣❡♥s❝❤❛♣♣❡♥ ✈❛♥ ❤❡t ♣r♦❜❧❡❡♠ ♦♥❞❡r③♦❡❦❡♥✳



✹ ❍❖❖❋❉❙❚❯❑ ✷✳ ❋❖❘▼❊▲❊ ❚❆▲❊◆

✷✳✸ ▼étr♦✲❣r❛❛❢ ❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡r✐♥❣ ❛❧s ✈♦♦r❜❡❡❧❞

❯✐ts♥❡❞❡ ✈❛♥ ❞❡ ▼étr♦✲❦❛❛rt✿ ❍❛♠❜✉r❣

❆❧t♦♥❛ ❍♦❧st❡♥str✳

❑ö♥✐❣sstr✳ ❉✐❡❜st❡✐❝❤

✹ ♠✐♥

✻ ♠✐♥
✺ ♠✐♥

✸ ♠✐♥
✹ ♠✐♥

✼ ♠✐♥

❋✐❣✉✉r ✷✳✶✿ ❯✐ts♥❡❞❡ ✈❛♥ ❞❡ ▼étr♦✲❦❛❛rt✿ st❛t✐♦♥s ❡♥ r❡✐st✐❥❞❡♥

✷✳✸✳✶ ●❡❛❜str❛❤❡❡r❞❡ ❣❡✇♦❣❡♥ ❣r❛❛❢

❲❡ ✇✐❥③❡♥ ❞❡ ✈✐❡r st❛t✐♦♥s ❞❡ ♥❛t✉✉r❧✐❥❦❡ ❣❡t❛❧❧❡♥ 1, . . . , 4 t♦❡✿

{❆❧t♦♥❛,❍♦❧st❡♥str✳,❑ö♥✐❣sstr✳,❉✐❡❜st❡✐❝❤} 7→ {1, 2, 3, 4}.

❊❧❦❡ ❞✐r❡❝t❡ ✈❡r❜✐♥❞✐♥❣ ❦r✐❥❣t ❤❛❛r r❡✐st✐❥❞ ❛❧s ❦❛♥t❣❡✇✐❝❤t t♦❡❣❡✇❡③❡♥✳

✶ ✷

✸ ✹

✹

✻
✺

✸✹

✼

❋✐❣✉✉r ✷✳✷✿ ●❡❛❜str❛❤❡❡r❞❡ ❣❡✇♦❣❡♥ ❣r❛❛❢ ♠❡t ❦♥♦♣❡♥ ✶✕✹ ❡♥ ❦❛♥t❣❡✇✐❝❤t❡♥

✷✳✸✳✷ ❈♦❞❡r✐♥❣ ✈❛♥ ❞❡ ❣❡❛❜str❛❤❡❡r❞❡ ❣r❛❛❢

■♥ ❞❡③❡ s❡❝t✐❡ t♦♥❡♥ ✇❡ ❤♦❡ ❞❡ ❣❡✇♦❣❡♥ ❣r❛❛❢ G = (V,E,w) ❛❧s ✇♦♦r❞ ♦✈❡r ❤❡t
❛❧❢❛❜❡t

Σ = {0, 1, . . . , 9,#}



✷✳✹✳ ❈❖❉❊❘■◆● ❉❖❖❘ ▼■❉❉❊▲ ❱❆◆ ❊❊◆ ❆❉❏❆❈❊◆❚■❊▲■❏❙❚ ✺

❛❛♥ ❞❡ ❛❜str❛❝t❡ r❡❦❡♥❛❛r ✇♦r❞t ❞♦♦r❣❡❣❡✈❡♥✳ ❊❧❦❡ ❞❡❡❧r❡❡❦s

i#j#w

r❡♣r❡s❡♥t❡❡rt ❡❡♥ ❦❛♥t (i, j) ♠❡t ❤❡t ❣❡✇✐❝❤t w✱ ❡♥ ❤❡t ❞✉❜❜❡❧❡ s❝❤❡✐❞✐♥❣st❡❦❡♥
❵##❵ s❝❤❡✐❞t ♦♣❡❡♥✈♦❧❣❡♥❞❡ ❦❛♥t❡♥❜❡s❝❤r✐❥✈✐♥❣❡♥ ✈❛♥ ❡❧❦❛❛r✳

❱♦♦r ❞❡ ❤✐❡r ❜❡s❝❤♦✉✇❞❡ ❣r❛❛❢ ♠❡t ❞❡ ❦♥♦♣❡♥ {1, 2, 3, 4} ❡♥ ❞❡ ❦❛♥t❡♥

(1, 2, 4), (2, 4, 3), (4, 3, 7), (3, 1, 6), (1, 4, 4), (2, 3, 5)

❦r✐❥❣t ♠❡♥ ❞❡ ✈♦❧❣❡♥❞❡ ❝♦❞❡r✐♥❣✿

1#2#4 ## 2#4#3 ## 4#3#7 ## 3#1#6 ## 1#4#4 ## 2#3#5.

▼❡t ❞❡③❡ t❡❦❡♥r❡❡❦s ❦❛♥ ❞❡ r❡❦❡♥❛❛r ❛❧❧❡ ❦❛♥t❡♥ ❡♥ ❤✉♥ ❣❡✇✐❝❤t❡♥ ❡❡♥❞✉✐❞✐❣
✉✐t❧❡③❡♥ ❡♥ ❤❡t ♣r♦❜❧❡❡♠ ✈❡r❞❡r ✈❡r✇❡r❦❡♥✳

✷✳✹ ❈♦❞❡r✐♥❣ ❞♦♦r ♠✐❞❞❡❧ ✈❛♥ ❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t✐❡❧✐❥st

❖♠ ❞❡ ❣❡✇♦❣❡♥ ❣r❛❛❢ G = (V,E,w) ❡✈❡♥❡❡♥s ✐♥ ❡❡♥ ✈♦♦r ❞❡ ❣❡✧✙❞❡❛❧✐s❡❡r❞❡
r❡❦❡♥❛❛r ❣❡s❝❤✐❦t❡ t❡❦❡♥r❡❡❦s ♦♠ t❡ ③❡tt❡♥✱ ❣❡❜r✉✐❦❡♥ ✇❡ ❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t✐❡❧✐❥st✲
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐❡✳ ❲❡ ❣❛❛♥ ❛❧s ✈♦❧❣t t❡ ✇❡r❦✿

✶✳ ❲❡ ♥✉♠♠❡r❡♥ ❞❡ ❦♥♦♣❡♥ V = {v1, . . . , vn} ❛❝❤t❡r❡❡♥✈♦❧❣❡♥s ♠❡t ❞❡ ♥❛✲
t✉✉r❧✐❥❦❡ ❣❡t❛❧❧❡♥ {1, . . . , n}✳

✷✳ ❱♦♦r ✐❡❞❡r❡ ❦♥♦♦♣ u ❞❡✜♥✐ër❡♥ ✇❡ ❤❡t ✇♦♦r❞

Nu = u # v1 # w(u, v1) # v2 # w(u, v2) # . . . # vku
# w(u, vku

),

✇❛❛r❜✐❥ v1, . . . , vku
❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❜✉r❡♥ ✈❛♥ u ③✐❥♥ ❡♥ w(u, vi) ❤❡t ❣❡✇✐❝❤t ✈❛♥

❞❡ ❦❛♥t (u, vi) ❛❛♥❣❡❡❢t✳

✸✳ ❉❡ t♦t❛❧❡ ❝♦❞❡r✐♥❣ ✈❛♥ ❞❡ ❣r❛❛❢ ✈❡r❦r✐❥❣t ♠❡♥ ❞♦♦r ❛❧❧❡ ❞❡❡❧✇♦♦r❞❡♥N1, . . . , Nn

♠❡t ❤❡t s❝❤❡✐❞✐♥❣st❡❦❡♥ ❵##❵ ❛❛♥ ❡❧❦❛❛r t❡ ♣❧❛❦❦❡♥✿

N1 ## N2 ## . . . ## Nn.

❉❡③❡ ✈♦♦rst❡❧❧✐♥❣ ❜❡✈❛t ✇❡❧✐s✇❛❛r ❡❧❦❡ ❦❛♥t t✇❡❡♠❛❛❧ ✭❡❡♥s ✐♥ ❞❡ ❧✐❥st ✈❛♥ u✱
❡❡♥s ✐♥ ❞✐❡ ✈❛♥ v✮✱ ♠❛❛r ❜✐❡❞t ❡❡♥ ❡❡♥✈♦✉❞✐❣❡ ❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ♠❛♥✐❡r ♦♠ ❞♦♦r
❞❡ r❡❦❡♥❛❛r ❞✐r❡❝t t♦❡❣❛♥❣ t❡ ❦r✐❥❣❡♥ t♦t ❞❡ ❜✉✉r✐♥❢♦r♠❛t✐❡ ✈❛♥ ❡❧❦❡ ❦♥♦♦♣✳

❱♦♦r❜❡❡❧❞ ✭▼étr♦✲P❧❛♥ ❍❛♠❜✉r❣✮✿ ❱♦♦r ♦♥③❡ ❣r❛❛❢ ♠❡t ❞❡ ❦♥♦♣❡♥
{1, 2, 3, 4} ❡♥ ❞❡ ❦❛♥t❡♥

(1, 2, 4), (1, 3, 6), (1, 4, 5), (2, 3, 4), (2, 4, 3), (3, 4, 7)

♦♥tst❛❛♥ ❞❡ ✈♦❧❣❡♥❞❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✐❡❧✐❥st❡♥✿


